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1. はじめに
物質がなぜそれぞれ固有の性質を持つのか, あ
るいは化学反応がどのように進行するのか, など
を理論的に解析する手法として理論化学や情報化
学が発展してきた｡ 例えば, 医薬品に含まれる薬
効を持つ分子が, 生体内でタンパク質にどのよう
に作用して薬としての機能を発現するのか, など
といった現象の理論的解明に用いられ, 一定の成
果をあげている｡
一方, 新薬や有用な機能を持つ新規材料などを
開発する際には, 候補となる物質を実際に合成し,
目的の性質を持つか否かを確認する実験を行う｡
しかし, 可能性のある候補物質の数は, 一般的に
膨大なものとなり, 網羅的に合成・実験を行うこ
とは事実上不可能である｡ そこで, どのような分
子を合成すれば目的の性質が得られるかを事前に
予測し, 候補物質をあらかじめ絞り込むことが重
要となる｡ 物性の予測が精度よく行われると, 新
薬などの開発を加速し, 開発コストを下げ, 資源・
エネルギーの無駄を省くことにもつながる｡ この
ように, 原子や分子の性質の起源や反応のメカニ
ズムを理解し, 未知の物質を予測するといった観
点から, 理論化学・情報化学の重要性は非常に高
いものとなっている｡
分子においては, それに含まれる原子の種類や
配置といった分子構造と, その中で電子がどのよ
うに分布しているかを表わす波動関数が重要とな
る｡ これらミクロの世界を記述する基礎方程式が
Schrodinger 方程式である｡ 分子の構造情報を
与えたうえで Schrodinger方程式を解くことに
より, その分子のエネルギーと波動関数を求める
ことができる｡ また, 得られた波動関数から, 分
子の様々な性質を求めることが可能となる｡ しか
し, 一般の分子は多体問題となるため, Schro-
dinger方程式を厳密に解くことができない｡ こ
のため, 様々な近似的計算方法が開発されてきて
いる｡
代表的な計算手法の一つとして, Schrodinger
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Basis Quantum Monte Carlo (BQMC) 法を用いて 1次元と 3次元の調和振動子内における 2個のフェルミ
粒子の系の基底状態の計算を行った｡ 従来より広く利用されている拡散量子Monte Carlo法では, 用いる節面
の情報を事前に与えるためのガイド関数を利用するが, BQMC法ではこのガイド関数を用いることなしに, 反
対称性の問題を持つ系の計算を行うことができた｡ また, BQMC法において, いくつか異なるエネルギー計算
手法を用いて平均エネルギーを求め, BQMC法による基底状態のエネルギー計算精度を比較した｡ さらに, 現
在の BQMC法の問題点を指摘し, 今後の発展に必要となる事項についての検討を行った｡
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方程式に平均場近似を導入し, それをもとに改良
を加えていく ab initio法がある｡ この手法は,
これまでに様々な改良がなされ, 多くの分子に適
用されて成果をあげてきた｡ しかし, 例えば
Full CI計算と呼ばれる, ab initio法で最も精度
の高い計算方法では, 分子のサイズが大きくなる
につれ, 計算量が爆発的に増大するため, タンパ
ク質などの巨大分子を計算することは難しい｡ 近
年のコンピュータの発展と計算手法の改良により,
大規模な ab initio計算が行われるようになって
きているが, 巨大分子を精度よく計算することに
は常に困難を伴う [1]｡
Ab initio法とは別に, 量子Monte Carlo法と
呼ばれる計算方法がある｡ Monte Carlo法は,
問題に応じた枠組みの中で, 乱数を用いてランダ
ムに系の状態を生成し, 得られた結果の統計平均
を求めることで解を得る手法である｡ 乱数を用い
た数値計算であるために, カジノで有名な町の名
前に由来して ｢Monte Carlo｣ 法と呼ばれている｡
これを分子の計算に応用したものが量子 Monte
Carlo法と呼ばれる手法である [25]｡
量子Monte Carlo法は, Full CI計算とほぼ同
等の効果を持つ計算を行いながら, 計算量を大幅
に抑えることが可能な手法である｡ このため, 大
規模分子の計算を, 非常に高い精度で実行できる
ようにする可能性を持つ｡ しかしながら, 量子
Monte Carlo法には, 以下に示す問題が存在す
る｡
フェルミ粒子問題
量子Monte Carlo法の中には, フェルミ粒子
の反対称性により負の確率密度が生じるという問
題が発生する｡ 電子はフェルミ粒子であるため,
その波動関数には正の値と負の値を持つ領域が存
在する｡ 量子Monte Carlo法では乱数を用いて
確率的に分布を作りだすが, 符号の異なる領域の
分布を同時に扱うことが困難である｡ このため,
現在広く用いられている拡散量子 Monte Carlo
法では, 波動関数の符号の変わる領域 (節面) を
指定するガイド関数を利用し, 厳密な波動関数の
代わりにガイド関数の節面で分けられた領域ごと
に Schrodinger方程式を解くという Fixed-node
近似が用いられている｡ したがって, ガイド関数
の精度が量子Monte Carlo計算の結果に大きく
影響する｡ また, このガイド関数を得るためには,
ab initio計算などを行うため, より良いガイド
関数を得るためには, 準備段階の計算コストが高
くなる｡
波動関数の計算
量子Monte Carlo法では, 電子の分布を表す
配置を確率的に生成するが, 波動関数自体は直接
的に得られない｡ このため, エネルギー以外の分
子の物性を, 波動関数から求めることが困難であ
るという問題がある｡
これに対してOksuz は, 独自の量子 Monte
Carlo 法として, Basis Quantum Monte Carlo
(BQMC) 法を提唱している [68]｡ BQMC法で
は, 反対称化された波動関数を用いて定式化を行
うことにより, 事前の節面情報を与えるガイド関
数を必要としない｡ このため, ガイド関数を求め
る手間やその精度に左右されずに, 原子・分子の
基底状態を求めることができる｡ また, BQMC
法においては, Monte Carlo計算で得られる状
態分布から, 分子の波動関数を求めることが原理
的に可能であり, エネルギー計算だけでなく様々
な物性の計算を行う可能性を持っている｡
しかし, BQMC法は, 基礎的な定式化と, ご
く少数の適用がなされただけで, その後の改良は
行われていない｡ 現状の BQMC法の問題点を以
下に示す｡
・調和振動子, 3重項 He, および Be基底状態
など, 限られた計算のみが行われ, それ以外
の一般の分子への適用例がない｡
・BQMC法で得られるエネルギーの標準偏差
が大きい｡
・BQMC法の結果から, 原理的には波動関数
が求められるはずであるが, その定式化は行
われておらず, 波動関数は具体的に求められ
ていない｡
・同種スピン電子が 3個以上存在する系の定式
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化が不十分であるため, 一般分子の計算が困
難である｡
・エネルギー以外の物理量は具体的に求められ
ていない｡
本研究では, BQMC法の問題点を解消し, 分
子の波動関数や各種物性を求める新しい手法を開
発して, 効率よい精密電子状態計算を可能にする
ことを目的とする｡ その端緒として, 本論文では,
もっとも単純な計算である, 1次元および 3次元
の調和振動子内における 2個のフェルミ粒子の計
算を行い, BQMC法の検証を行った｡ さらに,
Monte Carlo法の計算アルゴリズムを改良し,
計算精度の向上を行った｡
2. 方 法
21 Basis Quantum Monte Carlo 法
BQMC法では, 始めに, 空間を等間隔の格子
で分割し, 各格子点を中心とする基底関数を導入
する｡ この基底関数としては, 中心となる格子点
上での値が 1, それ以外の場所では 0～1の間の
正の値を取り, 中心から離れると急速に減衰する
ような関数を用いる｡ 計算上の取り扱いのしやす
さから, 以下に示す Gauss型の関数を用いる｡
ここで, は格子点の間隔, 添え字は i番目の
格子点, は i 番目の格子点の座標を表わす｡
( 1 )式は, i番目の格子点を中心とした Gauss関
数であり, 等方的かつ中心から離れた位置では急
速に減衰する｡ この基底関数を用いて, BQMC
法における電子状態の時間発展は以下の式で記述
される｡
ここで, は粒子の拡散を表す項であり,
となる｡ は虚数時間であり, 実際の計算では微
小な時刻ステップとして扱われる｡ 中かっこ [ ]
でくくられた項はフェルミ孔項と呼ばれる｡ は
各粒子の座標であり, は, 2個の粒子が 
から へ移動する確率を表わす｡ フェ
ルミ孔項により, 2個のフェルミ粒子が同じ座標
を占める場合 (など) の確率 
は 0となり, 2個の粒子が同時に同じ位置を占め
ることができない｡ これはパウリの排他原理を表
している｡ また, フェルミ孔項は, 2個の粒子間
の距離が離れると急速に 1に近づく｡ このとき並
行スピン粒子間の相関はなくなり, 通常の拡散と
同じものになる｡
は配置の生成・消滅を表わす分岐項であり,
次式で与えられる｡
ここで, 	はフェルミ粒子の座標に依存して決
まるポテンシャルである｡ また, 
は, 試行エ
ネルギーと呼ばれ, 任意のエネルギーシフト量で
ある｡
は時刻における状態を表わし,
となる｡ これは, 2粒子のフェルミ粒子に対する
反対称化された波動関数を表している｡ ここで,
添え字の和の制限については, 様々な取り方
が考えられるが, フェルミ粒子の x座標に注目
し, 粒子 1と粒子 2の座標が常に 
となる状態のみを考慮する｡
また, は粒子の拡散による遷移確率を与え
るが, 和の制限の存在のために規格化されていな
い｡ このため, 以下の定数を導入してを規
格化する｡
この規格化定数により, 時間発展の式を
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と表わす｡ , の個々の要素は
となる｡
3. BQMC法の改良
前節で示した BQMC法に対して, 本研究で行っ
た改善点を以下に示す｡
31 重み付き配置
系の状態を表す( 5 )式は, 実際の計算を行う際
には, 時刻ステップにおける瞬間的な粒子の配
置として次式で表される｡
系のエネルギーを求める際にOksuz は, 各配
置の重みを 1とし, エネルギーを配置数の平均と
して求めている [6, 7]｡ 本論文では, いくつかの
重みつき平均エネルギーを比較するために, 時刻
ステップにおける配置の重みを次式で定めた｡
ここで, は時刻ステップにおける番
目の配置の重みを表わし, は時刻ステップ
までのすべての重みの積である｡
32 試行エネルギー
一般的な拡散量子モンテカルロシミュレーショ
ンにおいて, ( 4 )式内の試行エネルギーは,
基底状態のエネルギー に対して 
となるようにシミュレーション過程のエネルギー
平均値などを用いて表す｡ また, 配置の数 を
シミュレーションの間, ある一定の値付近に保つ
役割も担っている｡
Oksuzは, をポテンシャルの値をシフトさ
せる定数として, シミュレーション中の粒子数が
安定となるように事前に決めるとしている [6, 7]｡
しかし, シミュレーションの全過程において定数
を用いて粒子数を一定に保つことは困難であり,
配置数変化やエネルギー分散が大きくなる｡ この
ため, 本研究では, 一般的な量子モンテカルロの
手法に従い, エネルギーのシフト量として以下を
用いた [2, 5]｡
ここで, 	は, シミュレーションの各時刻ステッ
プにおけるエネルギー平均値で, 
は時刻ステッ
プ における各配置の重みの総和, 
は目標と
する重みの基準値である｡ 	としては, 次節に
示すエネルギーの平均値を用いた｡
33 エネルギー計算
平衡化の過程を経たのちに, 各配置の重みを用
いてエネルギーの固有値を求める｡ 本論文では以
下に示す式を用いて基底状態のエネルギーを求め,
結果を比較した｡
ここで, シミュレーションは, 時刻ステップ
から まで行うものとする｡ また, は全て
の配置に対する和を表わす｡
エネルギーの統計誤差は以下の式で求めた｡
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ここで, は(14)又は(15)式で求めた平均エネル
ギー, はあるステップでの平均エネルギー,
は平均を計算したステップの数である｡
(14)式のエネルギー に対する統計誤差
を求める際には, (16)式の として, 各時刻ス
テップでのエネルギーの値を用いた｡ (15)式のエ
ネルギー に対する統計誤差では, 10個の
時刻ステップ分のエネルギーの平均値を とし
て用いた｡
4. シミュレーションの実際
本方法は無限回の行列積を行うことで全エネル
ギーを得る方法である｡ ここでの Monte Carlo
シミュレーションは, 本研究で現れる性質を持つ
行列の無限回の行列積をシミュレートする｡ 本節
では実際のMonte Carloシミュレーションにつ
いてアルゴリズムを説明する｡
41 Monte Carloアルゴリズム
Monte Carloシミュレーションは, 以下の手
順で実施した｡
1. 初期化
・初期配置として 2 個のフェルミ粒子を持つ
個の配置を作成
・フェルミ粒子の初期座標はランダムに決定
2. 個々の配置に対して以下を実施
・各フェルミ粒子について以下を実施
・遷移確率  (( 3 )式) に従い, 新しい配
置を生成
・符号が変化した配置は消滅
・新しい配置の重み ((11), (12)式) を計算
・平均量の計算 ((14), (15)式)
3. 各配置を重みの値に応じて生成・消滅させ
る
4. ステップ 2.と 3.を繰り返し, 平衡化が達
せられたのちに系のエネルギーを求める
ステップ 3 における配置の生成・消滅には
Umrigarらの方法 [5] を用いた｡
42 調和振動子ポテンシャル内のフェルミ粒子
相互作用をせず, 並行スピンの関係にある 2つ
のフェルミ粒子が, 調和振動子ポテンシャル内に
存在する系のシミュレーションを行った｡ ポテン
シャルは 1次元と 3次元それぞれに対して以下を
用いた｡
43 各種パラメータ
1次元と 3次元の計算に対して, 格子間隔とし
てそれぞれ 及び を
用いた｡ 格子間隔とはの関係にある
とし [7] , それぞれの格子間隔に対応して
及びとした｡
粒子の初期配置はランダムに作成し, 十分な平
衡化の後に 106ステップのシミュレーションを行っ
た｡ 平衡後の 100ステップごとの配置に対して各
種エネルギーの平均量を求めた｡
試行エネルギー 	は(21)式で計算した｡ 	
の値の更新は, 1次元調和振動子の系では 100ス
テップに 1回, 3次元調和振動子では毎時刻ステッ
プ行った｡
5. 結果と考察
51 1次元調和振動子
1次元調和振動子内の平衡スピンをもつ 2個の
フェルミ粒子の系に対して, BQMC法で求めた
基底状態のエネルギーを Table 1に示す｡ 及
び はそれぞれ, (14), (15)式のエネルギー
計算式を用い, 総ステップ数 106のうちの 104個
の配置に対する計算結果である｡ これらは, とも
に基底状態のエネルギーを精度よく再現している｡
表の reference 1 及び 2 は, 同じ系に対する
Oksuzの結果をまとめたものであり, それぞれ
エネルギーを今回の計算と同程度, 及び 10倍以
上のステップ数で計算した結果である｡ によ
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る平均値では, 同程度のステップ数での平均値
(reference 1) と比べて, より高い精度でエネル
ギーが得られている｡ また, による平均値で
は, と同じ長さの時刻ステップの計算で,
reference 2に近い高精度の結果が得られている｡
エネルギーの時刻ステップに対する変化を
Figure 1に示す｡ ランダムに生成した初期配置
から, 100ステップ程度で平衡配置に達している
ことがわかる｡ それ以降はエネルギーが 2.0周辺
を最大 0.3程度の誤差範囲で振動している｡
フェルミ粒子の空間分布を Figure 2に示す｡
ここでは, 2個のフェルミ粒子の座標 (およ
び ) を, それぞれの軸として粒子の分布をプ
ロットしている｡ 基底関数の和の制限 (
) のために,  の領域にのみ
粒子が分布する結果が得られる｡ 図より, 2個の
粒子が同時に同じ座標を占めていないことが分か
る｡ これは, フェルミ粒子が持つ反対称性の効果
が正しくとりこまれていることを示している｡ ま
た, 粒子分布が最大となる点は, 反対称性の効果
により, ポテンシャルの極小点 (0.0, 0.0) からや
やずれた地点 (－0.7, 0.7) 付近となっている｡
52 3次元調和振動子
3次元調和振動子内の平衡スピンをもつ 2個の
フェルミ粒子の系に対して, BQMCシミュレー
ションで求めた基底状態のエネルギーを Table 2
に示す｡ いずれの計算方法においても, 基底状態
のエネルギーを精度よく再現している｡ 1次元の
場合と異なり, エネルギーの精度は, と
もに同程度となっている｡ また, referenceの値
よりも高い精度でエネルギーを得られた｡
エネルギーの時刻ステップに対する変化を
Figure 3に示す｡ 1次元系の計算よりも平衡に達
する時間が長くなっている｡ 平衡化に 3000ステッ
プ程度を要している｡
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Figure 1 1000ステップにおけるエネルギー変化
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Figure 2 2個のフェルミ粒子の分布
5.0
4.0
3.0
2.0
1.0
0.0
－1.0
－2.0
－3.0
－4.0
－5.0







0.81
0.60.8
0.40.6
0.20.4
00.2
－
5.
0
－
4.
0
－
3.
0
－
2.
0
－
1.
0
0.
0
1.
0
2.
0
3.
0
4.
0
5.
0
Table 1 1次元調和振動子内の 2個の並行スピン
フェルミ粒子の基底状態エネルギー (Hartree)
Energy 
 2.001947 0.00126
 2.000353 0.000488
Reference 11) 2.00566 0.0077
Reference 22) 2.000133 0.00176
Exact 2.0 －
1) Reference [7]｡ 7×106ステップの平均エネルギー｡
2) Reference [7]｡ 7×107ステップの平均エネルギー｡
Table 2 3次元調和振動子内の 2個の並行スピン
フェルミ粒子の基底状態エネルギー (Hartree)
Energy 
 3.50053 0.00122
 3.50051 0.000972
Reference 11) 3.498 0.015
Exact 3.5 －
1) Reference [6]｡ 6000ステップの平均エネルギー｡
53 分散減少への考察
1次元, 及び 3次元調和振動子の計算を行った
際の, 各時刻ステップにおける配置数の変化を
Figure 4に示す｡
1次元調和振動子の場合, 配置の数は 200から
780程度の間で変化し, 平均して約 400個の配置
が存在している｡ 1次元のシミュレーションでは,
100ステップごとに試行エネルギー の値を更
新したため, 周期的に配置の数が変化する結果と
なっている｡
3次元調和振動子の場合, 配置の数は 390から
420程度の間で変化している｡ 3次元の場合は,
配置の数を保つために, 1ステップごとに試行エ
ネルギーの値を更新した｡ このため 1次元の
場合に比べて配置数変化の少ない結果となってい
る｡ 3次元の場合は, 100ステップ毎に試行エネ
ルギーを更新すると, 配置数変化が大きくなりす
ぎるため計算を続けることができなかった｡
( 4 )式にあるように, BQMC法は, ポテンシャ
ルの形をあらわに扱っているために, 配置数の変
化が大きいと考えられる｡ 特に, ポテンシャルの
値が発散する点を持つクーロン項で記述される原
子・分子の系に適用する際には, 配置数の変化や
平均エネルギーの分散が, より大きくなることが
予想される｡
このため, BQMC法を用いた計算では, 分散
を小さくするための取り組みが必須であると考え
られる｡ 分散を下げるための手法としては, 一般
の Monte Carlo 計算においては Importance
Samplingや Stratified Sampling等の手法が知
られている｡
Importance Samplingは, あらかじめ仮定し
た関数を用いて, サンプリングする配置空間の重
要な部分を効率よく採取できるようにする方法で
ある｡ これに対して, Stratified Samplingは,
配置空間を分割し, サンプリング空間を限定した
うえで, 個々の分割領域の中でMonte Carlo計
算を行い, 各結果を統合して平均量を求めるもの
である｡
一般の拡散量子 Monte Carlo法では, Fixed-
node近似で用いるガイド関数を, 重みづけの関
数として利用している｡ BQMC法に Importance
Samplingを導入すると, ガイド関数を必要とし
ないという BQMC法の利点を損なう恐れがある｡
このため, Oksuzは, BQMC法の精度改善には,
Stratified Samplingが適しているとの提案をし
ている [8]｡ しかし, Stratified Samplingを量
子Monte Carlo法に適用する際には, 配置空間
の分割方法が問題となり, 分子の系に合わせて不
均一分割を行った際にどのように結果を統合する
かという問題も生じる｡
BQMC法では, Monte Carlo計算の結果から
独自の波動関数を求めることが原理的に可能であ
るという利点がある｡ このため, BQMC法の結
果として得られる波動関数を利用して Impor-
tance Samplingを行う方法を検討する｡ この手
法の計算スキームは以下のようになる｡
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Figure 3 20000 ステップにおけるエネルギー変化
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Figure 4 20000 ステップにおける配置数変化
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1. 通常の BQMC計算を実施
2. 1.の結果より波動関数を得る
3. 得られた波動関数をガイド関数として Im-
portance Sampling付きの BQMC計算を実
施
4. 3.の結果から波動関数を得る
5. 必要に応じて 4.の波動関数を新たなガイ
ド関数とし, 3.と 4.を繰り返す
6. 十分に分散が小さくなったときに終了
このスキームの要は, 以下に示す点にある｡
・Importance Samplingに用いるガイド関数
は, 不正確なものであっても Monte Carlo
計算の平均値には影響しない
・重み付き計算をした時のほうがよりよい結果
を期待できる
・繰り返し改善を行うことで, さらに良い計算
結果を期待できる
・BQMC法で用いる基底関数で展開した波動
関数を利用するため, BQMC法との親和性
の高い Importance Samplingを実施できる
そこで, 今後は, BQMC法から波動関数を求
める手法の開発, および Importance Sampling
付き BQMC法の定式化を行うこととする｡ これ
により, 原子・分子の計算において, 分散を抑え
て高精度かつ高速に電子状態を求めることが可能
になると考えられる｡
6. ま と め
BQMC法を用いた計算により, 並行スピンの
フェルミ粒子からなる系の状態を効率よく求める
ことが可能であることが確認できた｡ この方法で
は, 旧来の拡散量子Monte Carlo法で利用され
ているガイド関数を仮定せずにシミュレーション
を行うことができるため, さまざまな系への適用
が期待できる｡ また, エネルギーの計算方法を変
えることにより, より高い精度で基底状態のエネ
ルギーを求めることができた｡
今後は, Importance Sampling付きの BQMC
法を開発し, 非相対論的な近似範囲で原子の計算
を行い, 方法の安定性を確認した上で分子に拡張
することを試みる｡
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